Zentralabitur NRW 2010 Ubergangsmatrizen Grundkurs

Beispiele zum Einsatz des wissenschaftlichen Taschenrechners TI30X Pro MultiView™

Bei der Aufzucht von Rindern unterscheidet man zwischen Neugeborenen (N), einjdhrigen
Kélbern (K) und geschlechtsreifen erwachsenen Tieren (E), den Kiihen und Bullen
(mindestens zweijdhrig). Um eine Rinderherde wirtschaftlich erfolgreich zu betreiben,
muss man Kenntnisse tiber die Anzahl der Geburten, der Todesfille und der Entnahmen
durch Schlachtung oder Verkauf haben. Zudem muss die Verteilung der Herde in den drei
Altersstufen (N, K, E) bekannt sein.

In der hier betrachteten Rinderherde werden die Uberginge zwischen den Altersstufen

innerhalb eines Jahres durch die folgende Matrix A angegeben:

von:. N K E

N 0 0 04
nach: K A=[0,75 0 0
E 0O 08 08

| Aufgabenstellung Teilaufgabe a)

a) Stellen Sie die Entwicklung der Rinderherde durch einen Ubergangsgraphen dar.
Beschreiben Sie die biologische Bedeutung des Matrixelementes a;3 = 0,4 und bestimmen
Sie den Anteil der erwachsenen Tiere (E), die nach einem Jahr in der Rinderherde
verblieben sind, sowie den Anteil der Neugeborenen, die das Erwachsenenstadium

erreichen. (12 Punkte)

Anforderungsprofil Teilaufgabe a)

1 [stellt die Entwicklung in der Herde durch einen Ubergangsgraphen dar. 3(D)
2 | beschreibt die biologische Bedeutung von a;s. 3 (IM)
3 | bestimmt den Anteil der erwachsenen Tiere, die in der Herde verbleiben. 3 (10
4 |bestimmt den Anteil der Neugehorenen, die das Erwachsenenstadium erreichen. 3 (1M)

Modelllosung Teilaufgabe a)

0,4

0,75
%’

Das Matrixelement a;3 = 0,4 (,,von E nach N“) gibt die Geburtenrate in der Rinderherde an,

A
=
™

d. h., 40 % der erwachsenen Tiere bekommen innerhalb eines Jahres Nachwuchs.
Das Matrixelement as3 = 0,8 (,,von E nach E*) gibt den Anteil der in der Herde verbleiben-

den erwachsenen Tiere an, d. h., 80 % der erwachsenen Tiere bleiben in der Herde.

Es erreichen 0,75 - 0,8 = 0,6 = 60 % der Neugeborenen das Erwachsenenstadium.
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| Einsatz des TI30X Pro MultiView™

Fur diese Teilaufgabe ist nach kein Rechnereinsatz erforder- o
lich. Nach Eingabe der Koeffizienten der Matrix (Bezeich- 0 0 O Y
nung A) als 3 x 3-Matrix steht diese fiir nachfolgende Rech- 7E LB mlg‘]
nungen zur Verfiigung.

Az =0 &

| Aufgabenstellung Teilaufgabe b)

b) Zurzeit befinden sich 40 Neugeborene, 150 Kéalber und 100 Erwachsene in der Herde.

Berechnen Sie die Verteilung auf die drei Altersstufen in der Herde fiir das ndchste und
das tiberndchste Jahr.
Bestimmen Sie die Verteilung auf die drei Altersstufen fiir das vergangene Jahr.

(10 Punkte)

Anforderungsprofil Teilaufgabe b)

1 |berechnet die Verteilung fiir das nédchste Jahr. 3(D)
2 |berechnet die Verteilung fiir das tibernachste Jahr. 3(D)
3 |bestimmt die Verteilung fiir das vergangene Jahr. 4 (I1)

Modellldsung Teilaufgabe b)

0,4 40 40 0 0 04 40 80
0,75 0 0 [-]150 |=] 30 0,75 0 0 |- 30 [=] 30
0 08 08) 1100 200 0 08 08) 1200 184

Damit sind es im ndchsten Jahr 40 neugeborene Tiere, 30 Kélber und 200 erwachsene Tiere,

im darauffolgenden Jahr sind es entsprechend 80, 30 und 184.

0 0 04)(x) (40 x) (200
075 0 0 ||y|=|150] < |[y]|=]| 25
0o 08 08)lz) (100 z] 100

Damit waren im vergangenen Jahr 200 neugeborene Tiere, 25 Kélber und 100 erwachsene

Tiere in der Herde.

Einsatz des TI30X Pro MultiView™

Nach Eingabe des Startvektors als 3-dimensionalen Vektor (Bezeichnung u) erhalt man
aus der Multiplikation A * u einen Vektor, den man mithilfe der [sto»]-Befehls als Zwischen-
ergebnis unter dem Namen v abspeichern kann (Anzahl der Tiere im néchsten Jahr). Aus
dem Produkt A * v erhalt man die Anzahl der Tiere im darauffolgenden Jahr.
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(MR 150 i00] [A1+ U1l | re— =0 00

Wi=Ho HH= 1=L1s

[Ansl+Cvl || CAT# D] | T P
(/= 1=F3n]

Aus der Multiplikation der inversen Matrix A-1 (A mit Exponent -1) mit dem Vektor u erhalt

man den Bestand vor einem Jahr:

RAD

[AT "1 [l [ £

RAD

i00]

IEEFE 153, 9335939593595

Alternativ kann aber auch (wie in der Musterlésung) ein Gleichungssystem geldst werden

(mithilfe der Option sys-solv, [2nd]&)):

RAD

o O OuYy 4
0. 7E o l:l| :I.Eﬂ
O 0.5 0% 10

= - ULOT T O
=200

RAD RAD

[ =o' =S UL LT I Ok T
y=25

RAD

(=75 =SULLT L UH] t
z=100
SOLVE AGAIH

GUIT

| Aufgabenstellung Teilaufgabe c)

¢) Untersuchen Sie, ob es bei den in der Matrix A gegebenen Ubergangsverhdiltnissen eine
Verteilung auf die Altersstufen in der Rinderherde gibt, die sich im Folgejahr wiederholt.

(10 Punkte)
| Anforderungsprofil Teilaufgabe c) |
1 [untersucht anhand eines Fixpunktansatzes. 3 (1IN
2 |bestimmt die eindeutige Lésung des entstandenen LGS. 4 (1)
3 |erklart, dass es keine Verteilung gibt, die sich im Folgejahr wiederholt. 3 (II)

| Modelllssung Teilaufgabe c)

0,4\ (x —x+0,4z=0
Fixpunktansatz: 0,75 0 y|= < 0,75x—y=0
0 08 08) 1z 0,8y—-0,2z=0
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—x+0,4z=0
< 0,75x-0,25z2=0 < x=y=z=0
0,8y—-0,2z=0

Damit wiederholt sich die Verteilung in der Rinderherde nur dann, wenn es keine Rinder-

herde gibt.

= FEs gibt keine Verteilung auf die Altersstufen in der Rinderherde, die sich im Folgejahr

wiederholt.

Einsatz des TI30X Pro MultiView™

Der Ansatz fuhrt nach Umformung zu einem Gleichungssystem mit drei Gleichungen und
drei Variablen, der nur die L6sung (0 ; O ; 0) hat:

PAD PAD PAD
[ 1 0 Oy z]wmm == == OLLT I OH] t
0a 7E O O .. 0
0 DuZ Dai w=0 =0
=
1 1
PAD
=9 =S ULUT L OH| t
==0
SOLVE AGAIM  QUIT

| Aufgabenstellung Teilaufgabe d)

d) Durch eine Krankheit {iberleben in einem Jahr nur 50 % der Neugeborenen. Dadurch

0O 0 04
verdndert sich in diesem Jahr die Ubergangsmatrix zu B=[05 0 0
0 08 08

Berechnen Sie die Verteilung in der Herde nach einem Krankheits- und einem normalen

Jahr, ausgehend von der Anfangsverteilung im Aufgabenteil b). (6 Punkte)

| Anforderungsprofil Teilaufgabe d)

| 1 |berechnet die Verteilung nach einem Krankheits- und einem normalen Jahr. 6 (1)

| Modelllbsung Teilaufgabe d)

0 0 04 0O 0 04)/(40 80
075 0 0 |05 0 0O [-]150|=]| 30
0 08 08 0 08 0,8)1{100 176

[Alternative: Zweimalige Multiplikation ,,Matrix / Vektor]

Damit erhdlt man nach einem Krankheits- und einem normalen Jahr eine Verteilung von 80

Neugeborenen, 30 Kélbern und 176 erwachsenen Rindern in der Herde.
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Einsatz des TI30X Pro MultiView™

Man kann die Matrix A unter dem Namen B abspeichern und dann die Koeffizienten aban-
dern oder direkt die Koeffizienten der neuen Matrix B eingeben

0 0 0.47/| LA * [B] * [u] [ I =0 17E]
0 B 0
[ ;O 3]
B2z 2=0 AHEI=ER

| Aufgabenstellung Teilaufgabe e)

e) Bestimmen Sie die Matrix C = A - B und beschreiben Sie exemplarisch, wie man auf die
Matrixelemente der neuen Matrix C kommt.
Interpretieren Sie die Komponenten von C im Sachzusammenhang.
Begriinden Sie rechnerisch, dass es relevant ist, ob die Krankheit im ersten oder im

zweiten Jahr auftritt. (12 Punkte)

Anforderungsprofil Teilaufgabe e)

1 |bestimmt C = A - B. 3 (IT)

2 |beschreibt, wie man an die Matrixelemente von C kommit. 3 (1)

3 |interpretiert die Komponenten von C im Sachzusammenhang. 3 (T10)

4 |begriindet anhand von D = B - A (oder anhand einer Alternative), dass es relevant 3 (I1D)
ist, ob die Krankheit im 1. oder im 2. Jahr auftritt.

Modellldsung Teilaufgabe e)

0 0 04 0 0 04 0 0,32 0,32
C=A-B=/0,75 0 0 [-]0,5 O 0 =] 0 0 0,3
0 08 08 0 08 08 0,4 0,64 0,64

Man erhélt beispielsweise das Element ¢13 = 0,32in C = A - B als Produktsumme der
1. Zeile von A mit der 3. Spalte von B.
[Alternative Formulierungen sind hier vorstellbar.]

C enthélt die Ubergangsquoten nach einem Krankheits- und einem normalen Jahr.

Zur rechnerischen Begriindung der Relevanz, ob die Krankheit im ersten oder im zweiten

Jahr auftritt, bietet sich eine Verwendung der Matrix D = B - A an.

0 0 04 0 0 04 0 0,32 0,32
D=105 0 0 [-]0,75 0 0 =] 0 0 0,2
0 08 08 0 08 08 0,6 0,64 0,64
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Die Reihenfolge hat einen Einfluss auf die Anzahl der einjdhrigen Kélber und der erwach-

senen Rinder.

[Losungsalternative: Anwendung der Matrizen A und B nacheinander auf einen Vertei-

lungsvektor in unterschiedlicher Reihenfolge]

| Einsatz des TI30X Pro MultiView™

Der Vergleich der Produkte kann mithilfe der Matrizenprodukte erfolgen oder mithilfe der
Anwendung der Matrizenprodukte auf den Startvektor:

[A] =+ [E] [ 0. 35 ﬂ;f%]
O 4 Oy B4 e B4
(HH=12 1=[x]
(E1+CHIN [ O 3% ':'7:1.3%]
Oy E Oy B4 e B4
(HH=12 1=[x]
[F1#[ET#[u]l | =0 176
HH= 1=F1n
[E1#[AT#[u]l  |EEmE 2o 1341
HH= 1=F1n
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